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Na 316. sednici Nauqno-nastavnog vea Matematiqkog fakulteta, koja
je odrana 28.11.2014. godine, odreeni smo za qlanove komisije za
pisaǌe izvextaja o doktorskoj disertaciji Karakterizacije nekih ras-
podela i Bahadurova asimptotska efikasnost testova saglasnosti kandi-
data mr Marka Obradovia. Poxto je pregledala rukopis koji je kan-
didat predao, Komisija podnosi Nauqno-nastavnom veu Matematiqkog
fakulteta sledei
IZVEXTAJ
Doktorska disertacija Karakterizacije nekih raspodela i Bahadurova
asimptotska efikasnost testova saglasnosti ima 130 strana teksta i
sledeu opxtu strukturu:
1. Karakterizacije raspodela
2. Nove karakterizacije eksponencijalne raspodele
3. Testovi saglesnosti zasnovani na karakterizacijama
4. Bahadurova efikasnost
5. Testovi saglasnosti s Paretovom raspodelom
6. Testovi saglasnosti s eksponencijalnom raspodelom
7. Zakǉuqak
Literatura (89 bibliografskih jedinica)
Predmet doktorske disertacije
Predmet doktorske disertacije pripada teoriji raspodela i neparame-
tarskoj asimptotskoj statistici. Prve karakterizacije raspodela dati-
raju od tridesetih godina proxlog veka. Ova oblast, koja je na granici
teorije verovatnoe i matematiqke statistike, privlaqi interesovaǌe
velikog broja istraivaqa, a u posledǌe vreme sve je vei broj radova
na ovu temu. Najvei broj karakterizacija posveen je eksponencijalnoj
raspodeli i normalnoj raspodeli. U disertaciji su formulisane nove
karakterizacije eksponencijalne i Paretove raspodele. Poseban akcenat
je na karakterizacijama pomou jednakoraspodeǉenih funkcija uzorka.
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Testovi saglasnosti s raspodelom su meu najvanijim neparametar-
skim testovima. Veliki broj ǌih zasnovan je na empirijskoj funkciji
raspodele (npr. test Kolmogorov-Smirnova, Kramer-Fon Mizesa). Pri-
mena karakterizacionih teorema za konstrukciju testova saglasnosti po-
javila se sredinom dvadesetog veka, a posledǌih godina postala je jedan
od najpopularnijih pravaca u toj oblasti. Prednost ovakvih testova je
to xto su qesto slobodni od parametara raspodele, pa omoguavaju te-
stiraǌe sloenih nultih hipoteza. U radu su konstruisani novi testovi
saglasnosti zasnovani kako na novim, tako i na ve postojeim karakter-
izacijama.
Asimptotska efikasnost testova jedan je od vidova uporeivaǌa tes-
tova s istom nultom i alternativnom hipotezom. Postoji nekoliko tipova
asimptotske efikasnosti. Bahadurova asimptotska efikasnost ima pred-
nost jer se moe primeniti i na test statistike qija graniqna raspodela
nije normalna. Razvojem teorije velikih odstupaǌa (large deviation the-
ory) u posledǌe vreme razvija se i Bahadurova teorija. U radu je za
svaki test ispitana i asimptotska raspodela test statistike pod nultom
hipotezom, kao i Bahadurova asimptotska efikasnost testa protiv ra-
zliqitih bliskih alternativa. Odreen je i domen lokalne asimptotske
optimalnosti, tj. klasa alternativa protiv kojih je test asimptotski
optimalan.
Radovi
Kandidat je do sada objavio, ili su mu prihvaeni za xtampu, xest
radova, od qega pet u qasopisima sa SCI liste. Za tematiku disertacije
vezani su radovi 1–5. Na recenziji su jox tri rada iz oblasti diser-
tacije, od kojih je jedan samostalan.
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Prikaz disertacije i rezultati
Disertacija sadri xest poglavǉa. U prvom poglavǉu izloene su
poznate karakterizacije razliqitih raspodela: eksponencijalne, Pare-
tove, normalne, stepene, logistiqke, ravnomerne, gama, Koxijeve. Tu
su navedene i dokazane dve karakterizacije Paretove raspodele, koje su
posledice radova Puri-Rubina i Ahsanulaha, koji su dali karakteri-
zacije za eksponencijalnu raspodelu. Prva karakterizacija data je u
Teoremi 1.1.6, koja razmatra jednako raspodeǉene nenegativne apsolutno





istu raspodelu, ako i samo ako raspodela sluqajne veliqine X ima Pare-
tovu raspodelu. Druga karakterizacija data je u Teoremi 1.1.8, koja
razmatra tri jednako raspodeǉene nenegativne sluqajne veliqine X1, X2
i X3, sa strogo monotonom funkcijom raspodele i monotono rastuom
ili opadajuom hazardnom funkcijom. Tvrdi se da (X(j+1;n)/X(j;n))n−j i
(X(k+1;n)/X(k;n))
n−k, 1 ≤ j ≤ k < n, imaju istu raspodelu ako i samo ako X1
ima Paretovu raspodelu.
U drugom poglavǉu dato je xest karakterizacija eksponencijalne ras-
podele, kao odgovor na otvorena pitaǌa koje su postavili Arnold i
Viǉaseǌor [1]. Prve tri zasnovane su na uzorcima obima tri, a pre-
ostale dve na uzorcima proizvoǉnog obima. Sve se razmatra na klasi
funkcija raspodele iz skupa F , za koje vai F (0) = 0 i qija se gustina
moe razviti u Maklorenov red za svako x > 0. Navodimo dve od pomenu-
tih teorema. Teorema 2.2.1 razmatra nezavisne sluqajne veliqine X1, X2,







X2 = X(2;3), tada X ima eksponencijalnu raspodelu s nekim λ > 0.
Sledea teorema (2.4.3) daje reprezentaciju statistike poretka reda k
preko ponderisane sume nezavisnih sluqajnih veliqina. Teorema 2.4.3
razmatra sluqajni uzorak X1, . . . , Xn iz raspodele F koja pripada F . Neka
je k fiksirani broj takav da je 1 < k ≤ n. Teorema tvrdi da, ako doǌa




n−1X2+ · · ·+
1
n−k+1Xk = X(k;n) onda X ima
eksponencijalnu raspodelu s nekim parametrom λ > 0.
Tree i qetvrto poglavǉe su preglednog tipa, u kojima se priprema
osnova za peto i xesto poglavǉe. U treem poglavǉu uvode se pojmovi
U i V-statistike, ǌihova asimptotska svojstva i empirijske funkcije
raspodele, xto e da se koristi u testovima saglasnosti. U qetvrtom
poglavǉu se uvodi Bahadurova efikasnost kod testova saglasnosti.
U petom poglavǉu se ispituju testovi saglasnosti integralnog i Kol-
mogorovǉevog tipa za Paretovu raspodelu, koji se baziraju na karakte-
rizacijama Paretove raspodele iz teorema 1.1.6 i na specijalnim sluqa-
jevima karakterizacije iz rada [2] i teoreme 1.1.8. Ukupno je pred-
loeno xest testova. Testira se sloena nulta hipoteza da je uzorak
iz familije Paretovih raspodela H0 : F ∈ P, protiv opxte alternative




Fn(t))dFn(t) i Vn = sup
t≥1
|Mn(t) − Fn(t)|, gde je Fn(t) = 1n
n∑
i=1
I{Xi ≤ t} empiri-
jska funkcija raspodele uzorka (X1, X2, . . . , Xn), a Mn(t) je U-empirijska
funkcija raspodele zasnovana na odgovarajuoj karakterizacionoj teo-
remi. Za svih xest testova izraqunate su lokalne Bahadurove efikas-
nosti u sluqaju bliskih alternativa. Raspodele koje su razmatrane
kao alternative su sledee: (1) log-Vejbulova raspodela s gustinom
g1(x; θ) = (1 + θ)x
θe−x
1+θ
, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1); (2) log-gama raspodela s gusti-
nom g2(x; β, θ) = x
θ
Γ(1+θ)








), x ≥ 1, β > 1, θ ∈ (0, 1) za vred-








, x ≥ 1, θ ∈ (0, 1) i (6) Paretova raspodela s takoz-
vanim “tilt” parametrom s gustinom g5(x; θ) = 1+θ(x+θ)2 , x ≥ 1, θ ∈ (0, 1). Za
sve sluqajeve je naena Bahadurova efikasnost.
U xestom poglavǉu se ispituju testovi saglasnosti integralnog i
Kolmogorovǉevog tipa za eksponencijalnu raspodelu, koji se baziraju na
jednoj karakterizaciji eksponencijalne raspodele iz drugog poglavǉa.
Direktna posledica teoreme 2.4.3 predstavǉa potvrdu hipoteze, koja je
postavǉena u radu [1], a koja je takoe karakterizacija eksponencijalne
raspodele. Naime, iz teoreme 2.4.3 sledi da ako je X1, . . . , Xn sluqa-
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jni uzorak iz raspodele F koja pripada F i ako vai X1 + 12X2 + · · · +
1
n
Xn = X(n;n), onda X ima eksponencijalnu raspodelu s nekim parametrom
λ > 0. Bazirana na ovoj karakterizaciji, testira se sloena nulta
hipoteza da je uzorak iz eksponencijalne raspodele, gde je λ nepoznati
parametar. Predloen je niz testova u zavisnosti od broja sabiraka
u karakterizaciji, a detaǉnije su razmatrani sluqajevi n = 2 i n = 3,
koji imaju praktiqni znaqaj. Kao alternativne raspodele razmatraju
se sledee qetiri raspodele, koje su bliske eksponencijalnoj: (1) Make-
hamova raspodela s gustinom g1(x, θ) = (1+θ(1−e−x))e−x−θ(e
−x−1+x), θ > 0, x ≥
0; (2) Vejbulova raspodela s gustinom g2(x, θ) = (1 + θ)xθe−x
1+θ
, θ > 0, x ≥ 0;
(3) gama raspodela s gustinom g3(x, θ) = x
θ
Γ(θ+1)
e−x, θ > 0, x ≥ 0 i (4) me-
xavina eksponencijalnih raspodela s negativnim teinama s gustinom
g4(x) = (1 + θ)e





. Izraqunata je lokalna Ba-
hadurova efikasnost protiv navedenih alternativa.
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Zakǉuqak
Marko Obradovi je tokom izrade ove disertacije izuqio obimnu lit-
eraturu, koja je u vezi sa temom ove disertacije, a koja je veoma ak-
tuelna, kako sa teorijskog, tako i sa praktiqnog stanovixta. Dobio
je vixe novih rezultata koji se odnose na karakterizacije razliqitih
raspodela. Na osnovu tih novih karakterizacija, a i za neke ve poznate
karakterizacije, formirao je neparametarske testove, naxao asimptot-
ske raspodele test statistika pod nultom hipotezom, kao i Bahadurovu
asimptotsku efikasnost testova protiv razliqitih bliskih alternativa.
Predlaemo Nauqno-nastavnom veu Matematiqkog fakulteta da ruko-
pis Karakterizacije nekih raspodela i Bahadurova asimptotska efikas-
nost testova saglasnosti kandidata mr Marka Obradovia prihvati kao
doktorsku disertaciju i odredi komisiju za usmenu odbranu.
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